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 WGAN 应用于金融时间序列生成 
华泰人工智能系列之三十五 
WGAN 模型可应用于金融资产时间序列生成，效果优于原始 GAN 模型 

本文探讨 GAN 模型的一类重要变体——WGAN，并将其运用于金融资产
时间序列的生成，发现 WGAN 在生成数据的真实性和多样性上均优于原始
GAN。原始 GAN 模型具有训练不同步、训练损失函数不收敛和模式崩溃
的缺点。WGAN 模型使用 Wasserstein 距离衡量真实分布与生成分布之间
的距离，克服了原始 GAN 模型中 JS 距离的缺陷。使用 GAN 和 WGAN 生
成上证综指日频和标普 500 月频收益率序列，结果表明 GAN 无法复现出
真实序列的长时程相关等特性，WGAN 则有显著改善，并且 WGAN 在多
样性上相比于 GAN 也有一定提升。 

 

W 距离克服了 JS 散度的缺陷，在生成对抗网络中是更合适的距离指标 

原始 GAN 模型的主要缺点是判别器 D 和生成器 G 训练不同步、训练损失
函数不收敛和模式崩溃。其中训练不同步问题与 JS 散度的梯度消失现象有
关；模式崩溃由 KL 散度的不对称性导致；损失函数不收敛由 GAN 本身 D

和 G 的博弈导致。W 距离避免了 JS 散度带来的梯度消失现象，故而不用
再小心平衡 D 和 G 的训练过程。WGAN 用判别器近似估计真假分布间的
W 距离，随着训练的进行，W 距离越来越小，即判别器的损失函数收敛，
可以辅助指示训练进程。因此相比于 JS 散度和 KL 散度，W 距离是应用于
生成对抗网络里更合适的衡量分布间“距离”的指标。 

 

WGAN 生成序列在“真实性”上相比于 GAN 模型有进一步的提升 

数据实证部分围绕 WGAN 与 GAN 模型的对比展开，我们选取上证综指日
频和标普 500 月频的对数收益率序列进行生成训练并展示结果。除自相关
性、厚尾分布、波动率聚集、杠杆效应、粗细波动率相关、盈亏不对称性
这六项指标以外，本文还引入方差比率检验、长时程相关的 Hurst 指数两
项指标验证生成序列的真实性。在上证综指日频序列上，GAN 生成序列在
Hurst 指标上与真实序列仍有差距，WGAN 则有显著改善；在标普 500 月
频数据上，GAN 生成序列在波动率聚集、粗细波动率相关和盈亏不对称性
指标上表现不佳，WGAN 也改善明显，更接近真实序列。 

 

WGAN 生成序列在不失真的基础上相比于 GAN 生成序列更加多样 

另外我们引入衡量序列相似性的 DTW 指标，评价生成序列的多样性。在
上证综指日频序列上，WGAN 生成序列多样性相较于 GAN 有小幅提升；
在标普 500 月频数据上，WGAN 生成序列多样性相较于 GAN 有明显提升。
我们看到的不再是重复的生成序列，而是观察到了更多的市场可能性。 

 

风险提示：WGAN 生成虚假序列是对市场规律的探索，不构成任何投资建
议。WGAN 模型存在黑箱问题，深度学习存在过拟合的可能。深度学习模
型是对历史规律的总结，如果市场规律发生变化，模型存在失效的可能。 
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研究导读 
本文是华泰金工生成对抗网络（GAN）系列的第二篇，关注 GAN 的重要变式——WGAN。

在前序研究《人工智能 31：生成对抗网络 GAN 初探》（20200508）中，我们指出 GAN

网络可以生成“以假乱真”的股指收益率时间序列，多项统计指标表明 GAN 生成序列的

质量优于对照组模型。WGAN 是 GAN 的经典变式之一，将 GAN 中的 JS 散度替换成

Wasserstein 距离（简称 W 距离），在图像生成等领域被证明效果优于 GAN。本文将展示

WGAN 在生成模拟金融资产数据中的应用，并对比 WGAN 与 GAN 的生成效果。 

 

GAN 的生成样本表现已较为优秀，但是理论推导及实践结果均表明 GAN 存在固有缺陷。

我们的目标是希望模型能简单高效地生成逼真且多样化的样本，以模拟市场的多种可能性。

然而 GAN 模型存在的训练不收敛、判别器与生成器训练不同步、模式崩溃等问题使得目

标难以完美实现。GAN 模型仍具有改进空间，WGAN 正是为应对 GAN 的缺陷而提出的

变式。 

 

相比于 GAN 模型使用的 JS 散度，WGAN 使用 W 距离衡量目标的生成分布与真实分布之

间的远近。Martin Arjovsky 等学者对 JS 散度的研究表明，GAN 的缺陷大多数与 JS 散度

有关，JS 散度可能并不适用于生成对抗网络，W 距离是更合适的选择。WGAN 的主要改

变正是引入 W 距离，核心思想是用判别器估计生成分布与真实分布的 W 距离，用生成器

拉近 W 距离，以达到生成样本逼近真实样本的目标。 

 

本文分为理论与实践两部分展示 WGAN。理论部分探讨 GAN 的缺点，并通过对比的方式

介绍 WGAN 的原理和算法。实践部分从生成样本的“真实性”和“多样性”两个角度出

发，比较 WGAN 和 GAN 的生成结果，实证结果表明 WGAN 的生成样本质量相较于 GAN

改善明显。 
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生成对抗网络 GAN 的缺点 
GAN 的缺点回顾 

在引入 WGAN 之前，我们首先讨论 GAN 模型的缺点，主要包括以下三方面： 

1. 生成器 G 和判别器 D 训练不同步问题。生成器与判别器的训练进度需要小心匹配，若

匹配不当，导致判别器 D 训练不好，则生成器 G 难以提升；若判别器 D 训练得太好，

则生成器 G 训练容易梯度消失，难以训练。 

 

2. 训练不收敛问题。生成器 G 与判别器 D 相互博弈，此消彼长，训练过程中任何一方的

损失函数都不会出现明显的收敛过程，我们只能通过观察生成样本的的好坏判断训练

是否充分，缺少辅助指示训练进程的指标。 

 

3. 模式崩溃（Mode Collapse）问题。GAN 模型的生成样本容易过于单一，缺乏多样性。

注意样本单一并不一定导致样本失真：GAN 生成的收益率序列表现出的经验特征与真

实序列十分接近，但并不代表生成序列包含市场可能出现的各种情况。 

 

图表1： GAN 的缺点 

 

资料来源：Generative Adversarial Nets，华泰证券研究所 

 

GAN 缺点一：G 和 D 训练不同步 

一方面，由于生成器与判别器的“博弈”关系，如果判别器训练得不好，无法给真假样本

作出公允评判，那么生成器将无法得到正确反馈，生成水平无法得到提升，生成数据质量

大概率较低。 

 

另一方面，判别器训练得太好也会阻碍生成器的训练，原因分以下两步骤讨论： 

1. JS 散度的进一步探讨； 

2. 训练生成器梯度消失。 

 

JS 散度的进一步探讨 

首先我们对 JS 散度进行简要回顾。JS 散度和 KL 散度均可衡量两个分布 p 和 q 之间的距

离，其中 JS 散度定义在 KL 散度的基础上，解决了 KL 散度不对称的问题。二者定义为： 

𝐾𝐿(𝑝||𝑞) = 𝐸𝑥~𝑝(𝑥) [log⁡
𝑝(𝑥)

𝑞(𝑥)
] = ∫ 𝑝(𝑥)𝑙𝑜𝑔

𝑥

𝑝(𝑥)

𝑞(𝑥)
𝑑𝑥 

𝐽𝑆(𝑝||𝑞) =
1

2
𝐾𝐿(𝑝||

𝑝 + 𝑞

2
) +

1

2
𝐾𝐿(𝑞||

𝑝 + 𝑞

2
) 

GAN 使用 JS 散度衡量真实分布 pr与生成分布 pg间的距离，模型的训练过程近似等价于

最小化 JS(pr||pg)，随着 JS 散度越来越小，生成分布逼近真实分布，生成样本则越来越拟

真，最终达到“以假乱真”的效果。 

 

当两个分布有重合部分时，分布离得越近，JS 散度越小；当两个分布完全重合时，JS 散

度取值为零。JS 散度的特殊性质体现在，当两个分布无重合部分时，分布离得越远，并

不意味着 JS 散度一定越大。严谨的表述为：如果 pr和 pg的支撑集相交部分测度为零，

则它们之间的 JS 散度恒为常数 log2： 

𝐽𝑆(𝑝𝑟||𝑝𝑔) ≡ 𝑙𝑜𝑔2 
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上述命题的精确解释及证明过程请参考附录部分。该命题的通俗解释是，如果 pr 和 pg 不

相交或者近似不相交（即支撑集相交部分测度为零），那么 JS 散度恒为常数 log2。这个结

论意味着只要 pr和 pg不重合，那么无论二者距离多远，JS 散度都为常数，如下图的 State1

和 State2 所示。换言之，此时 JS 散度失去了判别距离远近的能力。GAN 训练时如果判

别器训练太好，往往就会出现这种情况，阻碍生成器的训练，我们在下一小节详细展开。 

 

图表2： 不同距离下两个分布间的 JS 散度 

 

资料来源：华泰证券研究所 

 

训练生成器梯度消失 

为叙述清晰，我们再次展示原始 GAN 模型的目标函数： 

𝑉(𝐺, 𝐷) = 𝐸𝑥~𝑝𝑟[log(𝐷(𝑥))] + 𝐸𝑧~𝑝𝑧[log(1 − 𝐷(𝐺(𝑧)))] 

或者可以直接写成下述目标函数形式，其中 pr表示真实分布，pg表示生成分布： 

𝑉(𝐺, 𝐷) = 𝐸𝑥~𝑝𝑟[log(𝐷(𝑥))] + 𝐸𝑥~𝑝𝑔[log(1 − 𝐷(𝑥))] 

在《人工智能 31：生成对抗网络 GAN 初探》（20200508）中我们证明对于给定的生成器

G，如果判别器 D 训练到最优，则训练生成器的损失函数将变成： 

𝐶(𝐺) = −𝑙𝑜𝑔4 + 2𝐽𝑆(𝑝𝑟||𝑝𝑔) 

上式中的 JS 散度导致生成器难以训练。事实上，拓扑学理论可以证明，大部分情况下生

成分布与真实分布二者的支撑集相交部分的测度是零，即绝大部分情况下两个分布不相交

或者近似不相交。那么根据 JS 散度的性质可以推出，在判别器达到最优的情况下，优化

生成器的损失函数会变成常数，而常数的梯度恒为零。换言之，此时训练生成器会出现严

重的梯度消失问题。 

 

从更直观的角度而言，判别器最优时，JS 散度只能告诉生成器当前的生成分布与真实分

布距离远，但是到底距离多远？JS 散度无法告诉生成器答案，因此只要生成分布与真实

分布近似不重合，那么二者差很远或较接近对生成器没有任何区别，损失函数梯度都是零，

生成器自然难以训练。 

 

在实际训练过程中，我们毕竟难以达到理论上的“最优判别器”，但是 Arjovsky 等（2017）

指出，随着判别器接近最优，生成器损失函数的梯度仍会接近于零，出现梯度消失现象： 

lim
||𝐷−𝐷∗||→0

∇𝜃𝐸𝑧~𝑝𝑧[log⁡(1 − 𝐷(𝐺𝜃(𝑧))] = 0 

我们对 GAN 的缺点一进行总结：GAN 在训练过程中如果判别器训练得不好，则生成器难

以提升；如果判别器训练得太好，再去训练生成器容易产生梯度消失的问题，导致生成器

难以训练。 
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图表3： GAN 中 G 和 D 训练不同步 

 

资料来源：Towards principled methods for training generative adversarial networks，华泰证券研究所 

 

GAN 缺点二：训练不收敛 

从逻辑上说，生成器 G 和判别器 D 始终处于相互博弈、相互提升的过程中，因此无法看

到任何一方的损失函数收敛，损失函数无法提供有意义的指导价值。从损失函数表达式出

发，可以更清晰地观察不收敛的过程。 

 

在原始的 GAN 中，我们实际训练判别器和生成器使用的损失函数分别为下面两式。判别

器的损失函数 J(D)在 GAN 原始目标函数前加负号，是因为训练中默认使用梯度下降法最

小化损失函数。生成器损失函数 J(G)只有 J(D)的第二项，是因为在训练生成器时，log(D(x))

不包含 G 且 D 固定，相当于常数，故略去。 

 

判别器：𝐽(𝐷) = −(𝐸𝑥~𝑝𝑟[log(𝐷(𝑥))] + 𝐸𝑧~𝑝𝑧[log(1 − 𝐷(𝐺(𝑧)))]) 

生成器：𝐽(𝐺) = 𝐸𝑧~𝑝𝑧[log⁡(1 − 𝐷(𝐺(𝑧)))] 

 

在训练时每轮迭代优化判别器，使得 J(D)减小，即要求 Ez~pz[log(1-D(G(z)))]增大；优化生

成器，使得 J(G)减小，即要求 Ez~pz[log(1-D(G(z)))]减小。一方增大而一方减小，即判别器

与生成器的损失函数优化过程相背离，无法看到任何一方收敛。 

 

GAN 缺点三：模式崩溃 

GAN 在生成时容易出现生成样本过于单一，缺乏多样性的现象，这种现象称为模式崩溃。

例如在生成手写数据集样本时，某种结构的 GAN 生成结果如下图所示。模型最终只生成

手写数字“6”，虽然形态十分逼真，但显然不是我们想要的生成模型。 

 

在论证模式崩溃的问题之前，我们首先引入 Non-saturating GAN 的概念。在原始的 GAN

目标函数中包含 Ez~pz[log(1-D(G(z)))]，由于 log(1-D(G(z)))在训练初期梯度太小，因此在

实践中我们更常使用−Ez~pz[log(D(G(z)))]代替上面这项，此时判别器与生成器的损失函数

分别为： 

 

判别器：𝐽(𝐷) = 𝐸𝑧~𝑝𝑧[log𝐷(𝐺(𝑧))] − 𝐸𝑥~𝑝𝑟[log(𝐷(𝑥))] 

生成器：𝐽(𝐺) = −𝐸𝑧~𝑝𝑧[log𝐷(𝐺(𝑧))] 

 

这种形式的 GAN 称为 Non-saturating GAN，原始的 GAN 称为 Minimax GAN，二者在网

络对抗的思想上一致，但 Non-saturating GAN 更便于解释模式崩溃的问题。以下我们分

两步论述模式崩溃： 

1. Non-saturating GAN 生成器损失函数的等价表达； 

2. 模式崩溃的原因。 
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图表4： 生成手写数据集的模式崩溃现象 

 

资料来源：Unrolled Generative Adversarial Networks，华泰证券研究所 

 

Non-saturating GAN 中 J(G)的等价表达 

前文我们已经提到，在 Minimax GAN 模型中，如果判别器达到最优（不妨假设为 D*(x)），

那么训练生成器的目标函数将变为： 

𝐶(𝐺) = 𝐸𝑥~𝑝𝑟[log(𝐷
∗(𝑥))] + 𝐸𝑥~𝑝𝑔[log(1 − 𝐷∗(𝑥))] 

= −𝑙𝑜𝑔4 + 2𝐽𝑆(𝑝𝑟||𝑝𝑔) 

对应的最优判别器表达式为： 

𝐷∗(𝑥) =
𝑝
𝑟
(𝑥)

𝑝
𝑟
(𝑥) + 𝑝

𝑔
(𝑥)

 

下面我们考虑生成分布与真实分布的 KL 散度： 

𝐾𝐿(𝑝𝑔||𝑝𝑟) = 𝐸𝑥~𝑝𝑔 [log
𝑝𝑔(𝑥)

𝑝𝑟(𝑥)
] 

= 𝐸𝑥~𝑝𝑔 [log
𝑝𝑔(𝑥)/(𝑝𝑟(𝑥) + 𝑝𝑔(𝑥))

𝑝𝑟(𝑥)/(𝑝𝑟(𝑥) + 𝑝𝑔(𝑥))
] 

= 𝐸𝑥~𝑝𝑔 [log
1 − 𝐷∗(𝑥)

𝐷∗(𝑥)
]⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ 

⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡= 𝐸𝑥~𝑝𝑔[log(1 − 𝐷∗(𝑥))] − 𝐸𝑥~𝑝𝑔 [log𝐷
∗(𝑥)] 

联立 C(G)的表达式，我们可以得到 Non-saturating GAN 中生成器损失函数的等价表达为： 

𝐽(𝐺) = −𝐸𝑧~𝑝𝑧[log𝐷
∗(𝐺(𝑧))] ⁡= −𝐸𝑥~𝑝𝑔[log𝐷

∗(𝑥)]⁡⁡ 

= ⁡𝐾𝐿(𝑝𝑔||𝑝𝑟) − 2𝐽𝑆(𝑝𝑟||𝑝𝑔) + 𝑙𝑜𝑔4 + 𝐸𝑥~𝑝𝑟[log(𝐷
∗(𝑥))] 

由于在训练生成器时完全依赖于判别器的损失函数项为常数可以忽略，因此简化的等价表

达为： 

𝐽(𝐺) = 𝐾𝐿(𝑝𝑔||𝑝𝑟) − 2𝐽𝑆(𝑝𝑟||𝑝𝑔) 

注意，上述表达式的前提是判别器达到最优。实际上，当 GAN 训练到后期，判别器的能

力已经很强，可近似认为判别器接近最优。因此，训练生成器近似于最小化上述 J(G)的表

达式。生成器的模式崩溃正是由 J(G)的第一项 KL 散度的不对称性导致。 

 

模式崩溃的原因 

基于上文 J(G)的等价表达式可以进一步推导出模式崩溃的原因。首先将 KL 散度写成积分

的形式： 

𝐾𝐿(𝑝𝑔||𝑝𝑟) = 𝐸𝑥~𝑃𝑔 [log
𝑝𝑔(𝑥)

𝑝𝑟(𝑥)
] 

= ∫ 𝑝𝑔(𝑥)
𝑥

⁡log
𝑝𝑔(𝑥)

𝑝𝑟(𝑥)
𝑑𝑥 
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我们考虑生成样本的两种情形： 

1. 生成器生成了不真实的样本。对应于那些不真实的样本，pg(x)>0 但 pr(x)≈0，此时

KL 散度中间的被积项将会趋于∞； 

2. 生成器没能生成真实的样本。对应于没能生成的那些真实样本，pr(x)>0 但 pg(x)≈0，

此时 KL 散度中间的被积项将会趋于 0。 

 

Non-saturating GAN 中优化生成器的损失函数要求 KL 散度尽量小。由于第一种情形损失

接近无穷，惩罚巨大，生成器就会避免生成不真实的样本；由于第二种情形损失接近零，

惩罚微小，因此生成器完全有可能只生成单一的真实样本，而不生成更多不同的真实样本。

生成单一的真实样本已经足够“安全”，生成器没有必要冒着失真的风险生成多样化的样

本，模式崩溃问题由此产生。 

 

图表5： GAN 生成样本的两种情形 

 

资料来源：华泰证券研究所 
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Wasserstein GAN 介绍 
Wasserstein 距离 

从上一章可知，GAN 的大部分缺陷与 JS 散度有关，因此 JS 散度可能不适用于 GAN。

Arjovsky 等（2017）提出使用 Wasserstein 距离（简称 W 距离）替代 JS 散度，这样构建

的生成对抗网络称为 Wasserstein GAN（简称 WGAN）。 

 

W 距离的通俗解释 

W 距离用来衡量两个分布之间的远近，也称为“推土机距离”（Earth Mover Distance，后

文简称 EM 距离），这个名称十分形象。如果将两个分布 p 和 q 分别比作两堆土，那么我

们可以有不同的方式将土堆 p 推到和土堆 q 相同的位置和形状。如下图所示，我们展示两

种将土堆 p 推成土堆 q 的方案，很显然这两种方式的平均推土距离（以推土量为权重，推

土距离的加权和）不相等。EM 距离表示在所有推土方案中，平均推土距离最小的方案对

应的推土距离。 

 

图表6： EM 距离示意图 

 

资料来源：华泰证券研究所 

 

从“推土”的角度出发，EM 距离的表达式如下所示： 

𝑊(𝑝, 𝑞) = min
𝛾∈Π

∑ 𝛾(𝑥𝑝, 𝑥𝑞)||𝑥𝑝 − 𝑥𝑞||

𝑥𝑝,𝑥𝑞

 

其中𝛾(xp, xq)表示某种推土方案下对应的 xp到 xq的推土量，||xp-xq||则表示二者之间的某种

距离（如欧式距离），Π表示所有可能的推土方案。根据 EM 距离的直观定义可知，EM 距

离没有上界，随着两个分布之间越来越远，EM 距离会趋于无穷。换言之，EM 距离和 JS

散度不同，不会出现梯度为零的情况。 

 

W 距离的数学定义及性质 

上一小节我们从“推土”的角度定义了 EM 距离也即 W 距离，这里我们从概率分布的角

度定义 W 距离。根据 Arjovsky 等（2017），衡量真实分布与生成分布的 W 距离数学定义

如下： 

𝑊(𝑝𝑟 , 𝑝𝑔) = inf
𝛾~Π(𝑝𝑟,𝑝𝑔)

𝐸(𝑥,𝑦)~𝛾[||𝑥 − 𝑦||] 

其中 x~pr，y~pg，𝛾表示(x,y)的联合分布，Π(pr,pg)表示所有可能的𝛾取值空间。上式的本

质是将分布 pr推向分布 pg所要经过的最小距离。 
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在论证原始的 GAN 模型 G 与 D 训练不同步的问题时，我们提到若真实分布与生成分布的

支撑集相交部分测度为零，JS 散度恒为常数。真实分布与生成分布近似不相交或者完全

不相交时，那么无论真实分布与生成分布是距离一步之遥，还是距离海角天涯，JS 散度

都是常数。换言之，JS 散度无法指示不重合的两个分布到底距离多远。 

 

W 距离的优越性正体现于此。W 距离随分布间“距离”的变化是连续的，即使两个分布

完全不相交，W 距离也不会收敛到常数，而是随分布间“距离”的增加而不断增大，直至

无穷。因此，W 距离没有梯度消失的问题，可以用 W 距离替代 GAN 中的 JS 散度。 

 

Wasserstein GAN 的原理 

WGAN 的原理 

W 距离的原始数学定义过于理论，且在实际中无法直接计算。为便于使用，可以通过

Kantorovich-Rubinstein Duality 公式（Arjovsky, 2017）将其等价变换为下式： 

𝑊(𝑝𝑟 , 𝑝𝑔) =
1

𝐾
sup

𝑤:||𝑓𝑤||𝐿≤𝐾

(𝐸
𝑥~𝑝𝑟

[𝑓
𝑤
(𝑥)] − 𝐸𝑥~𝑝𝑔[𝑓𝑤(𝑥)]) 

⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡=
1

𝐾
sup

𝑤:||𝑓𝑤||𝐿
≤𝐾

(𝐸
𝑥~𝑝𝑟

[𝑓
𝑤
(𝑥)] − 𝐸𝑧~𝑝𝑧[𝑓𝑤(𝐺(𝑧))]) 

关于这个等价定义，我们进行如下三点解释： 

1. {𝑓𝑤(𝑥), 𝑤 ∈ 𝒲}表示一族依赖于参数 w 的函数𝑓，参数 w 的取值空间为𝒲。函数𝑓可以

是能写出表达式的简单初等函数，也可以是一个复杂的深度学习网络。如果𝑓是一个

深度学习网络，则参数 w 就是网络中的一系列权重。 

2. w:||𝑓𝒘||≤𝐾表示函数𝑓𝒘满足 Lipschitz 条件：即对于𝑓𝒘定义域内的任何取值𝑎和𝑏，满足

|𝑓𝑤(𝑎) − 𝑓𝑤(𝑏)| ≤ 𝐾|𝑎 − 𝑏|，𝐾称为 Lipschitz 常数。在 W 距离的等价定义式中，𝐾可

以是任意正实数。 

3. sup 表示对所有满足条件的函数𝑓𝒘求括号中表达式的上确界，在实际应用中近似等价

于求括号中表达式的最大值。 

 

W 距离的等价定义式实际上就是 WGAN 的目标函数。在给定生成器 G 时，上述定义式中

的函数𝑓𝒘可以用一个深度学习网络来代替，这个深度学习网络的目标就是要最大化

Ex~pr[𝑓𝒘(x)]−Ez~pz[𝑓𝒘(G(z))]，在训练时𝐾是一个常数，因此系数项可以忽略。为保持与 GAN

统一，这里我们仍称这个深度学习网络为“判别器”（原文称为 critic），当然此时“判别器”

已不再执行判别真假的功能，而是估计真假样本分布的 W 距离。类似于 GAN，WGAN 在

实践中判别器与生成器也是交替训练的，这里我们列出二者的损失函数： 

 

判别器：𝐽(𝐷) = 𝐸𝑧~𝑃𝑧[𝑓𝑤(𝐺(𝑧))] − 𝐸𝑥~𝑃𝑟[𝑓𝑤(𝑥)] 

生成器：𝐽(𝐺) = −𝐸𝑧~𝑃𝑧[𝑓𝑤(𝐺(𝑧))] 

 

在原始的 GAN 模型里，判别器的作用本质上也是在估计生成分布与真实分布之间的距离

（用 JS 散度衡量），然后用生成器去拉近 JS 散度。在 WGAN 中这种思想则更为直接：

用判别器去拟合两个分布之间的 W 距离，用生成器去拉近 W 距离。 

 

WGAN-GP 的原理 

WGAN 的原理逻辑较清晰，但是在等价定义式中对判别器有一个重要限制——判别器需

满足 Lipschitz 条件。通常来说有两种处理办法，一种是权重剪裁（Weight Clipping），一

种是梯度惩罚（Gradient Penalty），这里分别介绍。 

 

权重剪裁的思想是对判别器网络的权重进行限制，因为神经网络仅仅是有限个权值与神经

元相乘的结果，所以如果权重在某个有限范围内变化，那么判别器的输出值𝑓𝒘(x)也不会变

得太大，近似可以满足𝐾-Lipschitz 条件。实际操作中，会在训练判别器的每一步反向传播

更新权值之后对权重进行剪裁，例如可以将更新后的权值限制到[-0.01, 0.01]中： 
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𝑤𝑢𝑝𝑑𝑎𝑡𝑒
𝑐𝑙𝑖𝑝

= {

0.01, 𝑖𝑓⁡𝑤𝑢𝑝𝑑𝑎𝑡𝑒 > 0.01⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡

𝑤𝑢𝑝𝑑𝑎𝑡𝑒 , 𝑖𝑓 − 0.01 ≤ 𝑤𝑢𝑝𝑑𝑎𝑡𝑒 ≤ 0.01

−0.01, 𝑖𝑓⁡𝑤𝑢𝑝𝑑𝑎𝑡𝑒 < −0.01⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡

 

权重剪裁实际上并没有真正让判别器满足𝐾-Lipschitz 条件，且实证表明权重剪裁会让大部

分网络权重落在限制边界上，使得生成样本的质量不佳。 

 

更常用的方法是梯度惩罚。如果能将判别器𝑓𝒘相对于输入 x 的梯度限制在一定范围内，那

么自然𝑓𝒘就能满足𝐾-Lipschitz 条件。根据这个思想，可以在判别器损失函数中增加惩罚项，

将判别器损失函数写成： 

𝐽(𝐷) = 𝐸𝑧~𝑝𝑧[𝑓𝑤(𝐺(𝑧))] − 𝐸𝑥~𝑝𝑟[𝑓𝑤(𝑥)] + 𝜆𝐸𝑥~𝑝𝑥̂[(||∇𝑥𝑓𝑤(𝑥̂)||2 − 1)2] 

这个损失函数对判别器𝑓w 相对于输入的梯度进行惩罚，将梯度的 L2-范数约束在 1 附近，

从而保证 Lipschitz 条件的成立。通过这种改进的 WGAN 模型就称为 WGAN-GP 模型

（Gulrajani，2017）。这里我们进行额外几点说明： 

1. 在约束𝐾-Lipschitz 条件时，我们并不关心𝐾是多少，实际上根据 W 距离的等价关系，

𝐾可以是任意的正实数，所以只要能让𝑓𝒘满足某个尺度的 Lipschitz 条件即可。 

2. 带有梯度惩罚的损失函数中将梯度的 L2-范数约束在 1 附近，这个常数 1 是原文作者

经过多次尝试选择出的较合适的常数，并无理论依据。 

3. 理论上梯度惩罚应该对所有可能的输入𝑥进行梯度约束，而上述损失函数实际上仅对

介于真实样本与生成样本之间的那些样本𝑥̂进行梯度约束，𝑝𝑥表示𝑥̂的分布，实证表明

这样做的效果已经较为理想。在实际应用时，某一次迭代对𝑥̂的采样由下式产生： 

𝑥̂ = 𝛼𝑥 + (1 − 𝛼)𝐺(𝑧) 

其中𝛼是[0,1]中的随机数，𝑥为随机的真实样本，𝑧为标准正态分布的随机采样。 

4. WGAN-GP 中生成器的损失函数 J(D)和原始 WGAN 保持一致。 

 

WGAN-GP 的训练算法 

在 WGAN-GP 的实际训练过程中，判别器 D 与生成器 G 交替进行训练，一般判别器 D 训

练 K 次，生成器 G 训练 1 次。基于前文的分析， WGAN-GP 训练算法的伪代码如下所示。 

 

图表7： WGAN-GP 训练算法的伪代码 

输入：迭代次数 T，每轮迭代判别器 D 训练次数 K，小批量（minibatch）样本数量 m 

1 随机初始化 D 网络参数𝜃𝑑和 G 网络参数𝜃𝑔 

2 for 𝑡 ←1 to T do 

    # 训练判别器 D 

3    for 𝑘 ←1 to K do 

      # 采集小批量样本 

4       从训练集𝑝𝑟(𝑥)中采集 m 条样本{𝑥(𝑚)} 

5       从标准正态分布𝑝𝑔(𝑧)中采集 m 条样本{𝑧(𝑚)} 

6       从[0,1]均匀分布中采集 m 个随机数{𝜖(𝑚)}，并计算𝑥(𝑖) = 𝜖(𝑖)𝑥(𝑖) + (1 − 𝜖(𝑖))G(𝑧(𝑖))，得到{𝑥(𝑚)} 

7       使用随机梯度下降更新判别器 D，梯度为： 

∇𝜃𝑑
1

𝑚
∑ [𝐷 (𝐺(𝑧(𝑖))) − 𝐷(𝑥(𝑖)) + 𝜆(||∇𝑥̂𝐷(𝑥

(𝑖))||
2
− 1)2]

𝑚

𝑖=1
 

8     end 

# 训练生成器 G 

9     从标准正态分布𝑝𝑔(𝑧)中采集 m 条样本{𝑧(𝑚)} 

10     使用随机梯度下降更新生成器 G，梯度为： 

∇𝜃𝑔
1

𝑚
∑ [−𝐷 (𝐺(𝑧(𝑖)))]

𝑚

𝑖=1
 

11 end 

输出：生成器 G 

资料来源：Improved Training of Wasserstein GAN，华泰证券研究所 
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GAN 与 WGAN 的比较 

本小节我们分析 WGAN 是否针对 GAN 的三项缺点有所改进。 

1. GAN的判别器D与生成器G训练进程必须小心平衡，否则会出现训练不同步的问题。

一般每轮迭代 D 训练 K 次，G 训练 1 次，对于 GAN 我们要重点调整 K 的值，避免判

别器太好或太差；对于 WGAN 则无需小心调整 K，可以让判别器的训练进度适当快于

生成器。即使判别器 D 训练得很好，再去训练生成器也不会出现梯度消失的问题。例

如，在实践中每轮迭代可以令 D 训练 5 次，再令 G 训练 1 次。 

 

2. GAN 模型 D 和 G 的损失函数都不收敛，无法指示训练进程。在 WGAN 中，因为判别

器的损失函数是在近似估计真假样本分布之间的 W 距离，随着训练的推进，这个 W

距离会存在收敛的过程，可以辅助指示训练的进程。 

 

3. GAN 模型容易产生模式崩溃的问题。前文我们提到，模式崩溃主要和 KL 散度以及 JS

散度有关，在 WGAN 中 JS 散度被替换成 W 距离，因此导致 GAN 发生模式崩溃的原

因在 WGAN 中也就消失了。但值得注意的是，这并不意味着 WGAN 生成的样本完全

没有模式崩溃的可能性。 

 

图表8： GAN 与 WGAN 比较 

 

资料来源：Wasserstein Gan，华泰证券研究所 
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方法 
在实证部分，我们围绕 GAN 与 WGAN 的对比展开实验，展示在生成金融时间序列上

WGAN 相对于 GAN 的改进。在展示结果之前，我们同样对训练数据、网络构建和评价指

标进行说明。此外我们还引入衡量序列相似性的指标，用来判别样本的多样性。这里特别

说明，由于 WGAN-GP 的梯度惩罚方法在实际应用中生成效果更好，因此本文数据测试

均基于 WGAN-GP 模型，后文提到 WGAN 也均指代 WGAN-GP，不作严格区别。 

 

训练数据 

为方便后续对比，本文选取《人工智能 31：生成对抗网络 GAN 初探》（20200508）中具

有代表性的指数日频及月频对数收益率进行训练建模，标的和数据起止日期如下。 

 

图表9： WGAN-GP 训练数据集 

标的 频率 起止日期 每条样本长度 

上证综指 日频 2004/12/31～2020/07/31 2520 个交易日（约为 10 年） 

标普 500 月频 1927/12/30～2020/07/31 252 个交易月份（21 年） 

资料来源：Wind，Bloomberg，华泰证券研究所 

 

与 GAN 建模时相同，在处理真实样本时，采用滚动的方式对原始的对数收益率数据进行

采样。例如对于上证综指原始近 16 年的时序数据，滚动生成长度为 2520 个交易日（约

为 10 年）的样本，那么真实样本约有 1500 条。 

 

网络构建 

相比于 GAN 模型，WGAN 在网络结构上的主要改动在于判别器最后的输出层没有进行

sigmoid 激活。这是因为 GAN 模型中的判别器需要对真假样本进行判别，最后的输出必

须是 0～1 之间的值，表示输入样本是真实样本的概率。而 WGAN 中的判别器作用是拟合

生成分布与真实分布间的 W 距离，所以网络不应对输出值进行 0～1 的限制。 

 

此外在构建判别器网络时，由于判别器的损失函数加入了梯度惩罚项，且梯度惩罚项对每

一 个 输 入 样 本 的 梯 度 进 行 限 制 ， 因 此 在 判 别 器 的 网 络 结 构 中 不 应 该 加 入

Batch-Normalization（批归一化，简称 BN）层，BN 会将同一批其他样本的信息融入到对

单个样本的梯度计算中，破坏样本间的独立性，此时算出来的梯度并不是真实的判别器对

单个样本的梯度。一般可以使用 Layer-Normalization 层或者不使用任何归一化层。 

 

参考 Pardo 等（2019）文献，我们构建如下生成器 G 与判别器 D。生成器 G 含有四个卷

积层及一个输出层，每两个卷积层之间含一个上采样层；判别器 D 含有三个卷积层、两个

全连接网络层及一个输出层，每两个卷积层之间含一个最大值池化层。 

 

图表10： WGAN-GP 生成器 G 网络结构 

参数 取值 

结构 含四个卷积层、三个上采样层的卷积网络 

输入噪音向量（隐变量）𝑝𝑧(𝑧) 标准正态分布 

输入层神经元数量 100 

卷积层卷积核数量 32 

卷积层核尺寸 3 

卷积层 Stride 1 

卷积层 Padding 1 

卷积层激活函数 LeakyReLU(0.2) 

上采样层尺度 2 

输出层神经元数量 2520(10 年日频)或 252(21 年月频) 

是否标准化 是（Batch-Normalization） 

损失函数 −𝐸𝑧~𝑝𝑧[𝑓𝑤(𝐺(𝑧))]  

优化器 RMSProp 

优化器参数 0.0001 

资料来源：Enriching Financial Datasets with Generative Adversarial Networks，华泰证券研究所 
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图表11： WGAN-GP 判别器 D 网络结构 

参数 取值 

结构 含三个卷积层、两个最大值池化层及两个全连接层的卷积网络 

输入层神经元数量 2520(10 年日频)或 252(21 年月频) 

卷积层卷积核数量 32 

卷积层核尺寸 3 

卷积层 Stride 1 

卷积层 Padding 1 

卷积层激活函数 LeakyReLU(0.2) 

池化层核尺寸 2 

池化层 Stride 2 

池化层 Padding 0 

第一层全连接层神经元数量 50 

第二层全连接层神经元数量 15 

全连接层激活函数 LeakyReLU(0.2) 

输出层神经元数量 1 

输出层激活函数 LeakyReLU(0.2) 

是否标准化 否 / Layer-Normalization 

损失函数 𝐸𝑧~𝑝𝑧[𝑓𝑤(𝐺(𝑧))] − 𝐸𝑥~𝑝𝑟[𝑓𝑤(𝑥)] + 𝜆𝐸𝑥~𝑝𝑥̂[(||∇𝑥̂𝑓𝑤(𝑥̂)||2 − 1)2]  

优化器 RMSProp 

优化器参数 0.0001 

资料来源：Enriching Financial Datasets with Generative Adversarial Networks，华泰证券研究所 

 

结合 WGAN 判别器的收敛情况及生成数据的质量，本文选择的上证综指日频数据训练迭

代次数为 1500 次，标普 500 月频的训练迭代次数为 1000 次，相比于 GAN 模型的 2000

次，训练时间开销显著降低。在 WGAN 中我们不再需要小心平衡判别器与生成器的训练

次数，每轮迭代可以令判别器多训练几次，本文设定每轮迭代中判别器 D 训练 5 次，生成

器 G 训练 1 次。 

 

图表12： GAN 与 WGAN-GP 通用参数比较 

参数 WGAN-GP 取值 GAN 取值 

迭代次数 1500（上证综指日频）/1000（标普 500 月频） 2000 

每轮迭代 G 和 D 的训练次数比 1:5 1:1 

Batch Size 24 24 

资料来源：华泰证券研究所 

 

序列真实性指标 

在评估 GAN 生成序列的质量时我们介绍了 6 项指标：自相关性、厚尾分布、波动率聚集、

杠杆效应、粗细波动相关和盈亏不对称性，具体定义可以参考《人工智能 31：生成对抗

网络 GAN 初探》（20200508）报告，这里不再展开。 

 

为更好地评估生成序列的真实程度，除上述 6 项指标外，我们额外引入 2 类衡量真实序列

特征的指标，最后将 WGAN 与 GAN 各自生成的虚假序列在这 8 项指标上与真实序列进行

对比，观察 WGAN 的生成序列相对于 GAN 模型是否有所改进。 

 

方差比率检验 

方差比率检验（Variance Ratio Test）最早提出是为了检验金融资产的价格序列是否为随

机游走，从而验证市场的有效性。检验的核心思想在于，如果市场是有效的，那么资产价

格服从随机游走，则收益率的方差是时间的线性函数，下面我们展开说明。 

 

假设𝑃𝑡代表 t 时刻资产的对数价格,⁡𝑟𝑡 = 𝑃𝑡 − 𝑃𝑡−1表示 t 时刻对应的单期对数收益率，

𝑟𝑡(𝑞) = 𝑃𝑡 − 𝑃𝑡−𝑞代表 t 时刻对应的 q 期对数收益率，t 的取值为 0～T。对数价格的随机游

走过程由下式刻画： 

𝑃𝑡 = 𝜇 + 𝑃𝑡−1 + 𝜀𝑡 
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其中𝜇表示漂移项，𝜀t表示随机增量。关于𝜀t的不同假设可以得到不同强度的随机游走，例

如我们可以假设𝜀t 非自相关，且同方差。此时： 

𝑉𝑎𝑟[𝑟𝑡(𝑞)] = 𝑉𝑎𝑟[𝑃𝑡 − 𝑃𝑡−𝑞] 

= 𝑉𝑎𝑟[(𝑃𝑡 − 𝑃𝑡−1) + (𝑃𝑡−1 − 𝑃𝑡−2) + ⋯+ (𝑃𝑡−𝑞+1 − 𝑃𝑡−𝑞)] 

⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡= 𝑉𝑎𝑟[𝑟𝑡 + 𝑟𝑡−1 +⋯𝑟𝑡−𝑞+1] = 𝑉𝑎𝑟[𝑞𝜇 + 𝜀𝑡 + 𝜀𝑡−1 +⋯+ 𝜀𝑡−𝑞+1] 

= 𝑞𝑉𝑎𝑟[𝜀𝑡] = 𝑞𝑉𝑎𝑟[𝑟𝑡] 

即在随机游走假设下，𝑉𝑎𝑟[𝑟𝑡(𝑞)] = ⁡𝑞𝑉𝑎𝑟[𝑟𝑡]成立，q 期的对数收益率方差等于单期对数

收益率方差的 q 倍，因此可以用如下方差比率检验来判断市场的随机游走假设是否成立。 

𝐻0 :⁡
𝑉𝑎𝑟[𝑟𝑡(𝑞)]

𝑞𝑉𝑎𝑟[𝑟𝑡]
= 1 

Lo 和 Mackinlay 等（1988）提出统计量 Z(q)对此进行检验，Z(q)的具体计算公式请参考

附录。如果 H0假设成立，即 q 期的对数收益率方差等于单期对数收益率方差的 q 倍，那

么在大样本条件下 Z(q)服从 N(0,1)标准正态分布，95%置信水平下的拒绝域为

(−∞, 1.96] ∪ [1.96, +∞)。因此，对于真实序列和生成的每条样本序列，我们可以遵循如下

步骤进行方差比率检验： 

1. 选定需要检验的滞后阶数 q，计算样本的单期对数收益率序列； 

2. 计算检验统计量 Z(q)； 

3. 将 Z(q)与拒绝域临界值进行比较，例如在 95%的置信水平下，如果-1.96≤Z(q) ≤1.96，

则接受原假设，认为当前序列在 q 期的时间跨度内为随机游走，否则为非随机游走。 

 

一般来说，A 股市场在短期内不能拒绝原假设，会表现出随机游走的特征，在中长期则拒

绝原假设，表现出非随机游走的特征。 

 

长时程相关 

时间序列的长时程相关(Long-Range Dependence)指的是时间序列过去的状态可能对现

在或未来产生影响。对于金融时间序列，长时程相关则意味着间隔较久的证券价格之间也

存在相关性，在这种假设下，市场可能会产生“历史重演”的现象，因此长时程相关也称

为长记忆性。Hurst 指数可以刻画这种长时程相关，其定义如下： 

𝐸 [
𝑅(𝑛)

𝑆(𝑛)
] = 𝐴𝑛𝐻 

其中 n 表示某一段序列的区间长度，R(n)表示这一段序列在区间上的变化范围，S(n)表示

这一段序列在区间上的波动，A 表示某一个常数，H 表示 Hurst 指数。在实际计算过程中

我们正是按照 Hurst 指数的定义来计算的，这种计算方法也叫做 R/S 分析法（Rescaled 

Range Analysis），计算步骤如下图所示。 

 

图表13： Hurst 指数计算的 R/S 分析法 

输入：时间序列长度为 N 的对数收益率序列{𝒓𝒕} 

1 选择一个整数步长 n，将序列按顺序分为 N/n=M 个子序列 

2 在第𝑖个子序列内逐一计算累积离差： 

𝑌𝑖𝑘 =∑(𝑟𝑖𝑘 − 𝑟̅𝑖)

𝑘

𝑡=1

, 𝑘 = 1,2,… , 𝑛 

其中𝑟̅𝑖为第𝑖个子序列的均值 

3 计算第𝑖个子序列的标准差𝑆𝑖以及第𝑖个子序列的累积离差变化范围𝑅𝑖 

𝑅𝑖 = max(𝑌𝑖𝑘) −min(𝑌𝑖𝑘) , 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 

4 对于第𝑖个子序列，我们得到 R/S 比率为𝑅𝑖/𝑆𝑖 

5 对所有划分的子序列重复 2~4, 并对所有的 R/S 比率取均值，得到步长为 n 时的平均意义下 R/S 比率为 

(
𝑅

𝑆
)
𝑛
=

1

𝑀
∑

𝑅𝑖
𝑆𝑖

𝑀

𝐼=1

 

6 对于一系列的 n 重复 1～5，令(
𝑅

𝑆
)
𝑛
对𝑛进行回归，回归系数即为所求的 Hurst 指数 

资料来源：Long-term storage capacity of reservoirs，华泰证券研究所 
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如果 Hurst > 0.5，则表示时间序列具有长记忆性；如果 Hurst < 0.5，则表示时间序列具

有反持续性，表现出均值回复的特征，波动较强；如果 Hurst = 0.5，则表示时间序列随机

游走。A 股及美股市场指数对数收益率序列的 Hurst 值在 0.5～0.6 之间，表现出较弱的长

记忆性。 

 

评价指标小结 

这里我们对总计 8 项评价生成序列质量的指标进行总结，如下表所示。 

 

图表14： 8 项生成虚假序列评价指标 

指标名称 计算方法 真实序列特点 

自相关性 计算收益率序列 1~k 阶自相关系数 不相关 

厚尾分布 统计收益率分布 厚尾分布 

波动率聚集 计算收益率绝对值和未来波动率的 1~k 阶自相关系数 低阶正相关，高阶不相关 

杠杆效应 计算当前收益率和未来波动率的 1~k 阶相关度 低阶负相关，高阶不相关 

粗细波动率相关 计算周频收益率绝对值(粗波动率)和一周内日频收益率绝对

值之和(细波动率)的-k~k 阶相关系数 

不对称，细能预测粗，粗不能预测

细 

盈亏不对称性 统计涨跌超过一定幅度所需最少交易日数的分布 涨的慢，跌得快 

方差比率检验 计算收益率序列若干阶的方差比率统计量 低阶随机游走，高阶非随机游走 

长时程相关 计算收益率序列的 Hurst 指数 Hurst 指数在 0.5～0.6 之间 

资料来源：华泰证券研究所 

 

序列相似性指标 

从理论上来说，WGAN 消除了 GAN 模式崩溃的原因，那么 WGAN 生成样本的多样性是

否有所提升？要回答这个问题，我们首先需要找到合适的衡量序列多样性的指标。 

 

本文采用动态时间规整指标（Dynamic Time Warping，简称 DTW）进行衡量，这一指标

源于语音识别和匹配领域，可用于匹配两段内容相似但是语速不同的语音片段。由于语速

不同，相同时刻的内容差别可能比较大，用传统的欧式距离去衡量相同时刻的距离很可能

得出两条片段不相似的结论。 

 

如果两段金融时间序列整体趋势相同，但是在时间轴上存在伸缩或变形，如左下图所示，

粗线代表两条序列，细线代表对应时点求欧式距离，那么此时计算对应时刻的欧式距离再

求和就不是合适的距离度量指标。 

 

DTW 算法是对欧式距离的改良，它并不直接计算序列在相同时刻的欧式距离之和，而是

找到趋势最为匹配的时间点然后计算彼此间的距离，一条时间序列上的某个点可能对应另

一条时间序列上的多个点，如右下图所示。即使时间序列在时间尺度上有拉长或压缩，DTW

也能把握序列整体的趋势，从而判定两条序列总体相似或者不相似，这样的方法也称为时

间序列的形态匹配。 
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图表15： 欧式距离方法与 DTW 方法 

 

资料来源：Pattern matching trading system based on the dynamic time warping algorithm，华泰证券研究所 

 

DTW 基于动态规划算法寻找每一步最匹配的两个点，规划的递推公式如下： 

𝐷(𝑖, 𝑗) = min{𝐷(𝑖 − 1, 𝑗 − 1) + 𝐷(𝑖, 𝑗 − 1), 𝐷(𝑖 − 1, 𝑗)} + 𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑒(𝑖, 𝑗) 

我们称两条序列分别为 A 和 B。上式中等式左侧的𝐷(𝑖, 𝑗)表示直到序列 A 的第 i 个时刻和

序列 B 的第 j 个时刻两条序列的累积 DTW 距离；等式右侧的𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑒(𝑖, 𝑗)则表示序列 A

的第 i 个点和序列 B 的第 j 个点之间的欧式距离。如果两条序列长度均为 N，则最终𝐷(𝑁,𝑁)

就表示两条序列的累积 DTW 距离。 

 

两条序列之间的 DTW 指标越小，表示两条序列越相似，反之则表示两条序列越不相似。

我们希望 WGAN 的生成序列具备多样性，序列间的 DTW 值越大越好。 
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WGAN 与 GAN 结果对比 
本章对比 WGAN 和 GAN 的生成效果。实验表明，WGAN 的生成效果优于 GAN，体现在

两方面：1. WGAN 生成数据质量更好，在长时程相关等统计指标上相较于 GAN 更接近真

实序列；2. WGAN 在生成样本多样性上相较于 GAN 有提升。WGAN 的优势在标普 500

月频序列生成上体现更为明显。 

 

上证综指日频序列 

损失函数及真假序列展示 

左下图展示 WGAN 模型在训练过程中生成器 G 与判别器 D 的损失函数。可以看到判别器

的损失函数在 100 轮迭代次数以内从一个较大的值迅速减小，在 200～700 轮迭代之间上

下波动，700 轮后收敛，在较窄范围内波动。生成器的损失函数没有明显的收敛过程。根

据判别器损失函数的指示及生成序列的质量，最终我们选择 1500 轮迭代次数进行训练。 

 

图表16： 上证综指日频序列：WGAN-GP 损失函数  图表17： 上证综指日频序列：真实价格序列（2004/12/31~2020/07/31） 

 

 

 

资料来源：Wind，华泰证券研究所  资料来源：Wind，华泰证券研究所 

 

图表18： 上证综指日频序列：GAN 生成价格序列范例 1  图表19： 上证综指日频序列：GAN 生成价格序列范例 2 

 

 

 

资料来源：Wind，华泰证券研究所  资料来源：Wind，华泰证券研究所 
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图表20： 上证综指日频序列：WGAN-GP 生成价格序列范例 1  图表21： 上证综指日频序列：WGAN-GP 生成价格序列范例 2 

 

 

 

资料来源：Wind，华泰证券研究所  资料来源：Wind，华泰证券研究所 

 

评价指标对比 

这里我们将上证综指日频真实序列、WGAN 和 GAN 生成序列的 8 项指标进行对比。首先

考察前 6 项指标，GAN 与 WGAN 各自分别生成 1000 条虚假序列计算评价指标并求其均

值，结果如下所示。WGAN 和 GAN 的生成序列都较完美地复现出上证综指日频序列在自

相关性、厚尾分布、波动率聚集、杠杆效应、粗细波动率相关及盈亏不对称性上的特征。 

 

图表22： 上证综指日频序列：真实序列 6 项评价指标 

 

资料来源：Wind，华泰证券研究所 

 

图表23： 上证综指日频序列：GAN 生成序列 6 项评价指标 

 

资料来源：Wind，华泰证券研究所 
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图表24： 上证综指日频序列：WGAN-GP 生成序列 6 项评价指标 

 

资料来源：Wind，华泰证券研究所 

 

图表25： 上证综指日频序列：GAN 与 WGAN-GP 生成序列前 6 项指标对比 

评价指标 统计量 真实序列 GAN WGAN-GP 

自相关性 前 10 阶自相关系数均值 0.01 0.01 0.01 

厚尾分布 拟合幂律衰减系数α 4.21 4.27 4.91 

波动率聚集 拟合幂律衰减系数β 0.16 0.36 0.29 

杠杆效应 前 10 阶相关系数均值 -6.33 -3.29 -4.87 

粗细波动率相关 滞后±1 阶相关系数之差 -0.02 -0.03 -0.01 

盈亏不对称性 盈亏±θ所需天数分布峰值之差 4.00 7.45 6.11 

资料来源：Wind，华泰证券研究所 

 

在前 6 项评价指标上 WGAN 与 GAN 模型旗鼓相当，下面我们继续展示在补充的 2 项指

标上二者的表现。下图是两模型在方差比率检验上的结果，其中蓝色虚线表示真实序列各

阶的方差比率检验统计值，箱线图表示 1000 条生成序列在各阶的方差比率检验统计值的

分布；表格为两个模型各自 1000 条生成序列在各阶方差比率检验统计量的均值。 

 

真实序列表现出的特征是短期（对应阶数 2～10）随机游走，即低阶方差比率检验统计量

落在[-1.96，1.96]的范围内；高阶（对应阶数 50～100）非随机游走，即高阶方差比率检

验统计量落在[-1.96，1.96]的范围外。总体来说，GAN 与 WGAN 的生成序列都复现出了

这一特征，但左图蓝线在箱形外沿，右图蓝线贴近箱形均值，说明 WGAN 生成序列的方

差比检验统计量与真实序列更为接近。 

 

图表26： 上证综指日频序列：GAN 方差比检验结果  图表27： 上证综指日频序列：WGAN-GP 方差比检验结果 

 

 

 

资料来源：Wind，华泰证券研究所  资料来源：Wind，华泰证券研究所 
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图表28： 上证综指日频序列：方差比率检验统计值 

阶数 2 3 4 5 10 20 30 40 50 100 

真实序列 0.79 0.30 0.56 1.07 1.21 1.86 2.09 2.15 2.47 3.43 

GAN 0.15 -0.33 -0.09 0.31 0.82 2.20 3.25 4.00 4.60 6.19 

WGAN 1.09 0.77 0.86 1.22 1.21 1.52 1.81 2.04 2.18 2.56 

资料来源：Wind，华泰证券研究所 

 

GAN 与 WGAN 生成序列的 Hurst 指数值如下图所示。上证综指日频序列的真实 Hurst 值

为 0.52，表现出弱长时程相关的特征。GAN 模型生成序列中大部分的 Hurst 指数都小于

0.5，仅有约 20% Hurst 值大于 0.5。WGAN 模型生成序列则有显著改善，约有 60%的 Hurst

值大于 0.5，可以看到 WGAN 生成序列的 Hurst 值整体分布位于 GAN 的右侧。 

 

图表29： 上证综指日频序列：GAN 与 WGAN-GP 生成序列 Hurst 指数分布 

 

资料来源：Wind，华泰证券研究所 

 

然而仅根据表现出长时程相关的序列比例判定生成序列是否失真是不够的，这里对生成序

列的 Hurst 值进行假设检验。我们想要验证生成分布在 Hurst 指标上的总体均值是否显著

大于 0.5，假设𝜇H表示生成分布在 Hurst 指标上的总体均值，则原假设和备择假设为： 

𝐻0:⁡𝜇𝐻 > 0.5 ↔ 𝐻1:⁡𝜇𝐻 ≤ 0.5⁡ 

生成的 1000 条虚假序列相当于从生成分布总体中的采样，对于这样的大样本检验，我们

可以直接使用单样本正态总体均值的单边显著性检验统计量，如下所示： 

𝑈 =
√1000(𝑋̅ − 0.5)

𝑆𝑛
 

其中𝑋̅表示 1000 条生成样本 Hurst 指数的样本均值，Sn表示 1000 条生成样本 Hurst 指数

的样本方差，记{ℎ𝑡}𝑡=1,…,1000为 1000 条生成序列的 Hurst 指标值，即 

𝑋̅ =
1

1000
∑ ℎ𝑡

1000

𝑡=1
 

𝑆𝑛 =
1

999
∑ (ℎ𝑡 − 𝑋̅)2

1000

𝑡=1
 

在大样本（一般来说样本数大于 30）条件下，原假设 H0成立时 U 服从 N(0,1)标准正态分

布，因此在 95%置信水平下，U 如果落入(−∞,−1.64]的拒绝域，则拒绝原假设，认为生

成样本的 Hurst 指数总体均值小于 0.5。 

 

在上述假设检验下，GAN 与 WGAN 生成的 1000 条序列检验结果如下表所示。GAN 模型

1000 条生成序列的 Hurst 均值假设检验统计量为-657.02，远小于-1.64，因此有理由相信

GAN 模型生成序列在长时程相关上是失真的。WGAN 模型检验统计量为 192.27，充分远

离拒绝域，因此可以合理认为 WGAN 生成序列复现了真实序列的长时程相关特征。 
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图表30： 上证综指日频序列：GAN 与 WGAN-GP 生成样本 Hurst 值假设检验结果 

模型 Hurst 均值 Hurst 大于 0.5 比例 检验统计量 U 是否拒绝原假设 是否长时程相关 

GAN 0.48 22.5% -657.02 是 否 

WGAN-GP 0.51 57.8% 192.27 否 是 

资料来源：Wind，华泰证券研究所 

 

样本多样性 

我们从 GAN 模型生成的 1000 条上证综指日频假序列中随机抽取 1000 组配对序列，计算

这 1000 组配对序列之间的 DTW 指标，对 WGAN 生成序列也进行同样的操作。两个模型

的 DTW 分布如下图所示。整体上看来，WGAN 生成样本序列之间的 DTW 值分布位于

GAN 右侧，DTW 值更大，即意味着序列之间的相似性更低，多样性略有提升。 

 

图表31： 上证综指日频序列：GAN 与 WGAN-GP 生成序列 DTW 分布 

 

资料来源：Wind，华泰证券研究所 

 

标普 500 月频序列 

损失函数及真假样本展示 

WGAN模型的训练损失函数如左下图所示。判别器损失函数在前 100次迭代时迅速降低，

在 100～700 次迭代期间先减后增，700 次迭代以后收敛到一个较小的范围内。结合损失

函数的形态及生成数据的质量，我们最后选取 1000 轮迭代次数进行训练。生成器的损失

函数同样没有明显的收敛过程。 

 

图表 34～37 展示两类模型生成的标普 500 月频部分数据，左侧序列与右侧序列分别是不

同尺度上随机抽取的 4 组虚假序列。从净值图可知，WGAN 生成样本相对于 GAN 生成样

本更为丰富，内部差异更大，而不是完全“复制”真实序列的单调上升趋势。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

0

20

40

60

80

100

120

140

160

180

200

[1
0
,1

2
)

[1
2
,1

4
)

[1
4
,1

6
)

[1
6
,1

8
)

[1
8
,2

0
)

[2
0
,2

2
)

[2
2
,2

4
)

[2
4
,2

6
)

[2
6
,2

8
)

[2
8
,3

0
)

[3
0
,3

2
)

[3
2
,3

4
)

[3
4
,3

6
)

[3
6
,3

8
)

[3
8
,4

0
)

[4
0
,4

2
)

[4
2
,4

4
)

[4
4
,4

6
)

[4
6
,4

8
)

[4
8
,5

0
)

[5
0
,5

2
)

[5
2
,5

4
)

频
数

DTW值

GAN WGAN-GP

28302387/47054/20200828 11:31



 

金工研究/深度研究 | 2020 年 08 月 28 日 

 

免责声明和披露以及分析师声明是报告的一部分，请务必一起阅读。 25 

图表32： 标普 500 月频序列：WGAN-GP 损失函数  图表33： 标普 500 月频序列：真实价格序列（1927/12/30~2020/07/31） 

 

 

 

资料来源：Bloomberg，华泰证券研究所  资料来源：Bloomberg，华泰证券研究所 

 

图表34： 标普 500 月频序列：GAN 生成价格序列范例 1  图表35： 标普 500 月频序列：GAN 生成价格序列范例 2 

 

 

 

资料来源：Bloomberg，华泰证券研究所  资料来源：Bloomberg，华泰证券研究所 

 

图表36： 标普 500 月频序列：WGAN-GP 生成价格序列范例 1  图表37： 标普 500 月频序列：WGAN-GP 生成价格序列范例 2 

 

 

 

资料来源：Bloomberg，华泰证券研究所  资料来源：Bloomberg，华泰证券研究所 

 

评价指标对比 

真实序列、WGAN 与 GAN 生成序列的前 6 项评价指标如下图所示。GAN 生成序列在波

动率聚集指标上没有表现出明显的衰减过程；在粗细波动率相关指标上虽然表现出预测能

力的不对称性，但是不对称性与真实序列正好相反；在盈亏不对称性指标上没能表现出涨

得慢、跌得快的特征，即红色分布未明显分布在蓝色分布右侧。 

 

相比之下，WGAN 生成序列有明显改善。WGAN 生成序列的波动率聚集指标表现出一定

的衰减特征；粗细波动率相关指标橙色点在低阶为负，与真实序列的不对称性一致；在盈

亏不对称性指标上红色分布峰值位于蓝色分布峰值右侧，表现出涨得慢、跌得快的特征。 
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图表38： 标普 500 月频序列：真实序列 6 项评价指标 

 

资料来源：Bloomberg，华泰证券研究所 

 

图表39： 标普 500 月频序列：GAN 生成序列 6 项评价指标 

 

资料来源：Bloomberg，华泰证券研究所 

 

图表40： 标普 500 月频序列：WGAN-GP 生成序列 6 项评价指标 

 

资料来源：Bloomberg，华泰证券研究所 
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图表41： 标普 500 月频序列：GAN 与 WGAN-GP 生成序列前 6 项指标对比 

评价指标 统计量 真实序列 GAN WGAN-GP 

自相关性 前 10 阶自相关系数均值 0.02 -0.01 0.01 

厚尾分布 拟合幂律衰减系数α 3.92 4.41 4.47 

波动率聚集 拟合幂律衰减系数β 0.43 0.92 0.94 

杠杆效应 前 10 阶相关系数均值 -5.36 -0.66 -2.82 

粗细波动率相关 滞后±1 阶相关系数之差 -0.01 0.03 -0.03 

盈亏不对称性 盈亏±θ所需天数分布峰值之差 1.00 1.31 2.07 

资料来源：Bloomberg，华泰证券研究所 

 

两组模型生成序列在方差比率检验上的结果如下所示。标普 500 月频真实序列在全阶数上

均表现出随机游走的特征，整体上来说 GAN 模型与 WGAN 模型的生成序列也都复现出了

随机游走的性质，即方差比率检验统计量均落入[-1.96，1.96]范围内。但是 GAN 生成序

列的方差比率检验结果与真实序列仍有偏差，在 20～50 阶左右表现尤为明显，此时代表

真实序列的蓝色虚线完全偏离在箱形图之外。相比之下，WGAN 的方差比率检验结果则

与真实序列更为接近。 

 

图表42： 标普 500 月频序列：GAN 方差比检验结果  图表43： 标普 500 月频序列：WGAN-GP 方差比检验结果 

 

 

 

资料来源：Bloomberg，华泰证券研究所  资料来源：Bloomberg，华泰证券研究所 

 

图表44： 标普 500 月频序列：方差比率检验统计值 

阶数 2 3 4 5 10 20 30 40 50 100 

真实序列 1.51 1.20 0.57 0.37 0.74 0.83 0.47 0.36 0.12 -0.54 

GAN 0.23 0.13 0.02 0.11 0.19 -0.31 -0.62 -0.61 -0.49 -0.41 

WGAN 0.72 0.72 0.64 0.68 0.98 0.75 0.33 0.05 -0.01 -0.07 

资料来源：Bloomberg，华泰证券研究所 

 

两组模型生成序列在 Hurst指数上的分布如下所示。标普 500月频对数收益率序列的 Hurst

指数为 0.60，表现出长记忆性。WGAN 序列和 GAN 生成序列的 Hurst 指数均有超过 70%

大于 0.5。对两组生成序列 Hurst 值的假设检验结果表明，两组生成序列 Hurst 指数总体

均值显著大于 0.5，WGAN 与 GAN 生成的标普 500 月频序列均复现出真实序列的长时程

相关性。 
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图表45： 标普 500 月频序列：GAN 与 WGAN-GP 生成序列 Hurst 指数分布 

 

资料来源：Bloomberg，华泰证券研究所 

 

图表46： 标普 500 月频序列：GAN 与 WGAN-GP 生成样本 Hurst 值假设检验结果 

模型 Hurst 均值 Hurst 大于 0.5 比例 检验统计量 U 是否拒绝原假设 是否长时程相关 

GAN 0.56 77.6% 388.85 否 是 

WGAN-GP 0.56 78.1% 311.38 否 是 

资料来源：Bloomberg，华泰证券研究所 

 

样本多样性 

相比于 GAN 生成序列，WGAN 生成序列肉眼看起来多样性有明显提升，并且多样性的提

升建立在生成序列特征更接近于真实序列的基础上。为量化多样性，我们仍然在两组生成

样本内各随机抽取 1000 组配对序列并计算 DTW 指标，结果如下图所示。WGAN 生成序

列之间的 DTW 值分布明显位于 GAN 模型生成序列的右侧，说明 WGAN 生成序列的多样

性相比于 GAN 模型有显著提升。 

 

图表47： 标普 500 月频序列：GAN 与 WGAN-GP 生成序列 DTW 分布 

 

资料来源：Bloomberg，华泰证券研究所 
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评价指标汇总 

我们对两种模型在上证综指日频和标普 500 月频上的生成序列评价指标进行总结，如下图

所示。其中前 1～7 项指标均表示真实序列表现出了对应特征，第 8 项方差比率检验指标

含义如下：上证综指日频真实序列低阶随机游走，高阶非随机游走；标普 500 月频真实序

列全阶数随机游走。 

 

图表48： 上证综指日频序列：GAN 与 WGAN-GP 生成序列 8 项评价指标对比 

评价指标 真实序列 GAN WGAN 

自相关性 √ √ √ 

厚尾分布 √ √ √ 

波动率聚集 √ √ √ 

杠杆效应 √ √ √ 

粗细波动率相关 √ √ √ 

盈亏不对称性 √ √ √ 

长时程相关 √ × √ 

方差比率检验 √ √ √ 

资料来源：Wind，Bloomberg，华泰证券研究所 

 

图表49： 标普 500 月频序列：GAN 与 WGAN-GP 生成序列 8 项评价指标对比 

评价指标 真实序列 GAN WGAN 

自相关性 √ √ √ 

厚尾分布 √ √ √ 

波动率聚集 √ × √ 

杠杆效应 √ √ √ 

粗细波动率相关 √ × √ 

盈亏不对称性 √ × √ 

长时程相关 √ √ √ 

方差比率检验 √ × √ 

资料来源：Wind，Bloomberg，华泰证券研究所 
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总结与讨论 
本文探讨 GAN 模型的一类重要变体——WGAN 在生成金融时间序列中的应用并与 GAN

进行比较。不同于 GAN 模型中的 JS 散度，WGAN 模型使用 Wasserstein 距离衡量训练

过程中真实分布与生成分布之间的“距离”。每一步训练迭代中用判别器 D 估计两个分布

之间的 W 距离，用生成器 G 拉近 W 距离，目标是使得真实分布与生成分布越来越接近，

以此达到生成“以假乱真”样本的目的。WGAN 的训练过程比 GAN 更加方便快捷，且生

成序列在真实性和多样性上相比 GAN 有显著提升。 

 

原始 GAN 模型的主要缺点是判别器 D 和生成器 G 训练不同步、训练损失函数不收敛和模

式崩溃。其中训练不同步问题与 JS 散度的梯度消失现象有关；模式崩溃由 KL 散度的不

对称性导致；损失函数不收敛由 GAN 本身 D 和 G 的博弈导致。W 距离避免了 JS 散度带

来的梯度消失现象，故而不用再小心平衡 D 和 G 的训练过程。WGAN 用判别器近似估计

真假分布间的 W 距离，随着训练的进行，W 距离越来越小，即判别器的损失函数收敛，

可以辅助指示训练进程。因此相比于 JS 散度和 KL 散度，W 距离是应用于生成对抗网络

里更合适的衡量分布间“距离”的指标。 

 

数据实证部分围绕 WGAN 与 GAN 模型的对比展开，我们选取上证综指日频和标普 500

月频的对数收益率序列进行生成训练并展示结果。除自相关性、厚尾分布、波动率聚集、

杠杆效应、粗细波动率相关、盈亏不对称性这六项指标以外，本文还引入方差比率检验、

长时程相关的 Hurst 指数两项指标验证生成序列的真实性。在上证综指日频序列上，GAN

生成序列在 Hurst 指标上与真实序列仍有差距，WGAN 则有显著改善；在标普 500 月频

数据上，GAN 生成序列在波动率聚集、粗细波动率相关和盈亏不对称性指标上表现不佳，

WGAN 改善明显，更接近真实序列。 

 

另外我们引入衡量序列相似性的 DTW 指标，评价生成序列的多样性。在上证综指日频序

列上，WGAN 生成序列多样性相较于 GAN 有小幅的提升；在标普 500 月频数据上，WGAN

生成序列多样性相较于 GAN 有明显提升。我们看到的不再是重复的美股“慢牛”序列，

而是观察到了更多的市场可能性。 

 

总的来看，WGAN 模型是针对距离度量指标的改良提出的一类 GAN 的变体，理论及实证

表明，WGAN 在生成金融时序数据上相比于 GAN 有明显改善。在 GAN 的相关变式中，

还有其它方向上的改良，例如针对 GAN 损失函数的改良（RGAN）、针对 GAN 原始输入

数据的改良（CGAN）等，这些都是值得深入挖掘与探究的方向。 
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风险提示 

WGAN 生成虚假序列是对市场规律的探索，不构成任何投资建议。WGAN 模型存在黑箱

问题，深度学习存在过拟合的可能。深度学习模型是对历史规律的总结，如果市场规律发

生变化，模型存在失效的可能。 
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附录 
JS 散度性质的证明 

JS 散度的性质：如果两个分布 pr和 pg的支撑集相交部分测度为零，则 JS 散度恒为常数

log2，即： 

𝐽𝑆(𝑝𝑟||𝑝𝑔) ≡ 𝑙𝑜𝑔2 

我们对上述性质进行证明，首先介绍两个概念：测度和支撑集。 

 

集合的测度：测度用来衡量 Rn中子集的“大小”。以一维实数空间 R 中的子集为例，测度

相当于是对“长度”这一概念的延伸，不仅可以描述某段连续区域的大小，即通常意义的

长度概念，还可以衡量其它任意子集的“大小”。例如区间[0,1]的“大小”即为长度 1，全

体整数构成的集合 Z 的“大小”为 0（虽然 Z 不是空集，但测度仍然为零）。 

 

本节推导将用到测度的一个重要性质：如果函数 f(x)定义域内某个子集 E 的测度为零，那

么 f(x)在 E 上的积分值也为零，公式表述如下所示： 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝐸

= 0 

 

随机变量的支撑集：假设随机变量𝜉的概率密度函数为 f(x)，则𝜉的支撑集（或称 f(x)的支

撑集）指的是𝜉的所有可能取值组成的集合，即满足 f(x)不为 0 的那些点组成的集合。例如

定义在[0,1]区间上的均匀分布支撑集为[0,1]，标准正态分布的支撑集为 R。 

 

下面进行证明。对于真实分布与生成分布的所有可能的取值（二者均不可能的取值对 JS

散度无贡献，无需考虑），我们可以划分为 3 部分互不相交的集合 A、B、C，其中： 

𝐴 = {𝑥: ⁡𝑝𝑟(𝑥) ≠ 0⁡𝑎𝑛𝑑⁡𝑝𝑔(𝑥) = 0} 

𝐵 = {𝑥: ⁡𝑝𝑟(𝑥) = 0⁡𝑎𝑛𝑑⁡𝑝𝑔(𝑥) ≠ 0} 

𝐶 = {𝑥:⁡⁡𝑝𝑟(𝑥) ≠ 0⁡𝑎𝑛𝑑⁡𝑝𝑔(𝑥) ≠ 0} 

因为 pr和 pg的支撑集相交部分测度为零，所以集合 C 的测度为零。JS 散度的计算等价于

在上面 3 块集合上进行积分： 

𝐽𝑆(𝑝𝑟||𝑝𝑔) =
1

2
∫ [𝑝𝑟(𝑥)𝑙𝑜𝑔

2𝑝𝑟(𝑥)

𝑝𝑟(𝑥) +⁡𝑝𝑔(𝑥)
+⁡𝑝𝑔(𝑥)𝑙𝑜𝑔

2⁡𝑝𝑔(𝑥)

𝑝𝑟(𝑥) +⁡𝑝𝑔(𝑥)
]𝑑𝑥

𝑥

 

⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡=
1

2
∫ [𝑝𝑟(𝑥)𝑙𝑜𝑔

2𝑝𝑟(𝑥)

𝑝𝑟(𝑥) +⁡𝑝𝑔(𝑥)
+⁡𝑝𝑔(𝑥)𝑙𝑜𝑔

2⁡𝑝𝑔(𝑥)

𝑝𝑟(𝑥) +⁡𝑝𝑔(𝑥)
]𝑑𝑥

𝐴∪𝐵∪𝐶

 

上面的式子可进一步拆分为分别在 A、B、C 三个集合上对中间求和项表达式进行积分，

在集合 A 上即为： 

1

2
∫ [𝑝𝑟(𝑥)𝑙𝑜𝑔

2𝑝𝑟(𝑥)

𝑝𝑟(𝑥) +⁡𝑝𝑔(𝑥)
+⁡𝑝𝑔(𝑥)𝑙𝑜𝑔

2⁡𝑝𝑔(𝑥)

𝑝𝑟(𝑥) +⁡𝑝𝑔(𝑥)
]𝑑𝑥

𝐴

 

⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡=
1

2
𝑙𝑜𝑔2∫ 𝑝𝑟(𝑥)𝑑𝑥⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡

𝐴

 

⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡=
1

2
𝑙𝑜𝑔2∫ 𝑝𝑟(𝑥)𝑑𝑥

𝐴∪𝐵∪𝐶

⁡ 

⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡=
1

2
𝑙𝑜𝑔2⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ 

注意到在集合 B 上 pr(x)=0，且集合 C 的测度为零，所以在集合 B 与 C 上对 pr(x)进行积分

均为零，因此上述推导中的第三行才能直接成立。类似地，在集合 B 上对中间求和项进行

积分的结果也为 1/2log2。同样由于集合 C 的测度为零，在集合 C 上对中间求和项进行积

分的结果为零。因此 

𝐽𝑆(𝑝𝑟||𝑝𝑔) ≡
1

2
𝑙𝑜𝑔2 +

1

2
𝑙𝑜𝑔2 = 𝑙𝑜𝑔2 
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方差比率检验统计量计算公式 

方差比率检验的原假设为： 

𝐻0 :⁡
𝑉𝑎𝑟[𝑟𝑡(𝑞)]

𝑞𝑉𝑎𝑟[𝑟𝑡]
= 1 

用于检验上述原假设的统计量为 Z(q)，q 表示待检验的阶数。Z(q)的表达式如下所示： 

𝑍(𝑞) =
𝑉𝑅(𝑞) − 1

√𝜙(𝑞)
 

其中，分子的 VR(q)是对方差比率的估计统计量，即： 

𝑉𝑅(𝑞) =
𝜎̂2(𝑞)

𝜎̂2(1)
 

⁡⁡𝜎̂2(𝑞) =
1

𝑞(𝑇 − 𝑞 + 1) (1 −
𝑞

𝑇
)
∑ (𝑟𝑡(𝑞) − 𝑞𝑢̂)2⁡

𝑇

𝑡=𝑞
 

⁡𝜎̂2(1) =
1

𝑇 − 1
∑ (𝑟𝑡 − 𝑢̂)2⁡

𝑇

𝑡=1
 

这里𝑢̂表示所有单期对数收益率的样本均值。分母的𝜙(𝑞) 是调整项，表达式如下所示： 

𝜙(𝑞) = 4∑ [1 −
𝑗

𝑞
]
2

𝛿(𝑗)
𝑞−1

𝑗=1
 

𝛿(𝑗) =
∑ (𝑟𝑡 − 𝑢̂)2(𝑟𝑡−𝑗 − 𝑢̂)2𝑇
𝑡=𝑗+1

[∑ (𝑟𝑡 − 𝑢̂)2𝑇
𝑡=1 ]2
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